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Анотація. На сучасному етапі розвитку комп’ютерної графіки особлива увага приділяється підвищенню реалістичності синтезова-

них зображень. Одним з факторів, що суттєво впливають на реалістичність зображення, є ефект аліайзингу, який спричинений 
недостатньою роздільною здатністю пристроїв відображення та проявляється у вигляді чітко виражених „зубців” на краях 

графічних об’єктів. 
Розглянуто особливості формування крокових приростів для різних ділянок формування траєкторії гіперболи. Отримано рекурент-

ні вирази для обчислення оцінювальної функції, знак якої визначає тип елементарного переміщення. Запропоновано алгоритм 

визначення координат точок траєкторії гіперболи. Запропонований алгоритм не містить “довгих” операцій, що забезпечує його 

високу швидкодію та простоту апаратної реалізації. 

Розглянуто особливості формування траєкторії гіперболи з крахуванням інтенсивностей точок фону та переднього плану. 

Розроблений метод може бути використаний в системах високореалістичної комп’ютерної графіки, системах автоматизованого 
проектування.  

Ключові слова: антиаліайзинг, згладження, крайовий антиаліайзинг, інтенсивність кольору, гіпербола, крокова траєкторія, 

оцінювальна функція. 

Abstract. At the present stage of development of computer graphics, special attention is paid to improving the realism of synthesized 

images. One of the factors that significantly affects the realism of the image is the aliasing effect, which is caused by insufficient resolution 

of display devices and manifests itself in the form of pronounced "teeth" on the edges of graphics. 
Peculiarities of step increments formation for different areas of hyperbole trajectory formation are considered. Recurrent expressions are 

obtained to calculate the estimating function, the sign of which determines the type of elementary displacement. An algorithm for 

determining the coordinates of the points of the hyperbola trajectory is proposed. The proposed algorithm does not contain "long" operations, 
which ensures its high speed and ease of hardware implementation. 

Peculiarities of hyperbole trajectory formation with cracking of intensities of background and foreground points are considered. 

The developed method can be used in systems of highly realistic computer graphics, computer-aided design systems. 
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Вступ 

На сучасному етапі розвитку комп’ютерної графіки особлива увага приділяється підвищенню реалі-

стичності синтезованих зображень [1-3]. Одним з факторів, що суттєво впливають на реалістичність зо-

браження, є ефект аліайзингу [4-14], який спричинений недостатньою роздільною здатністю пристроїв 

відображення і проявляється у вигляді чітко виражених „зубців” на краях графічних об’єктів. Проведені 

дослідження показали, що при використанні 17” монітора і розміщенні спостерігача на відстані 65 см від 

екрана для повного усунення ефекту аліайзингу потрібен монітор із роздільною здатністю як мінімум 

4000х4000 пікселів, а для людей із рівнем зору вище середнього - взагалі 8000х8000 пікселів. Сучасний 

рівень технологій поки що не в змозі забезпечити таку роздільну здатність, тому для забезпечення реалі-

стичності синтезованих зображень у системах комп’ютерної графіки використовують спеціальні методи 

та засоби усунення ступінчастого ефекту. 

Аналіз літературних джерел 

Для задач антиаліайзингу використовуються різні методи. 

Одним із найпоширеніших є метод надлишкової вибірки [4], який основано на збільшенні дискре-

тизації. Суть методу полягає в тому, що зображення сцени обчислюється з роздільною здатністю біль-

шою ніж у пристрою відображення, а перед відображенням на екрані зменшують шляхом усереднення . 

Даний метод має просту апаратну реалізацію та може бути легко інтегрований в існуючі системи 

комп’ютерної графіки. Основним недоліком методу є його низька швидкодія, оскільки при збільшенні 

дискретизації в n разів, кількість пікселів, а отже, і кількість обчислень на один піксел, збільшується в n2 

разів. Метод передбачає використання додаткової пам’яті та підвищення пропускної здатності шини 

пам’яті.  

У більшості існуючих методів растеризації значення інтенсивностей кольору обчислюють лише в 

центрах пікселів. У методі додаткових вибірок [4, 9] розраховують інтенсивність кольору в декількох 

допоміжних точках всередині піксела. Значення цих підвибірок потім усереднюють для отримання ре-

зультуючої інтенсивності кольору всього піксела. Якість згладжування залежить від кількості додатко-

вих вибірок та від їхнього розташування всередині піксела. Збільшення кількості точок вибірки покра-

щує якість зображення, але одночасно підвищує потребу в додатковій пам’яті та призводить до зниження 

швидкодії.  
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М. Діпе та Е. Уолт [5] запропонували стохастично розташувати додаткові точки вибірки. Даний ме-

тод основано на тому, що випадкові положення підвибірок для людського ока виглядають як "тривалий 

шум". Таким чином, один артефакт (аліайзинг) замінюється іншим, до якого людське око менш чутливе.  

Основним недоліком такого підходу є великі обчислювальні витрати, обумовлені тим, що потрібно 

не менше 16 випадково розподілених підвибірок на піксел для досягнення потрібного рівня "неперервно-

го шуму". При меншій кількості підвибірок метод також працездатний, але шум стає більш помітним для 

людського ока.  

Основні недоліки даних методів полягають у великій обчислювальній складності, що суттєво впли-

ває на швидкодію формування зображення, а також у використанні великих масивів оперативної пам’яті. 

У зв’язку з цим актуальними є питання зменшення кількості вибірок за рахунок аналізу зображення тіль-

ки у безпосередній близькості від меж графічних об’єктів 

Характерна особливість аналітичних методів полягає в тому, що під час дискретизації неперервного 

зображення враховуються технічні характеристики пристроїв відображення. У загальному вигляді для 

обчислення інтенсивності кольору піксела використовується вираз [14]:  

   ( , ) , ,A x y ідеал x yI P P I x y F x P y P dxdy

 

 

     , (1) 

де AI  – інтенсивність кольору піксела з координатами  ,x yP P  (у випадку кольорового зображення ок-

ремо обчислюють інтенсивність кожної з трьох складових компонент кольору); .( , )ідеалI x y  – аналітична 

функція, яка задає інтенсивність кольору в кожній точці простору; ( , )F x y  – модель піксела, тобто, фу-

нкція, яка описує просторове розподілення світла, що випромінюється пікселом.  

Дану функцію часто називають функцією фільтра. У загальному випадку обчислення виразу (1) для 

довільної аналітичної функції опису зображення та довільної моделі піксела є достатньо складною мате-

матичною задачею, яка потребує великих обчислювальних витрат. Тому в більшості розроблених на да-

ний час аналітичних методах антиаліайзингу [6-13] розглядається частковий випадок знаходження інте-

гралу (1) для обмеженого класу графічних примітивів і функцій фільтра.  

Для основних графічних примітивів, таких як відрізок прямої [6], багатокутник [7], коло [8, 9], еліпс 

[10, 11], гіпербола існують досить прості аналітичні вирази, що описують їхні геометричні властивості. 

Використання певних математичних моделей піксела дозволяє отримати відносно прості з обчислюваль-

ної точки зору методи антиаліайзингу. Такі методи отримали назву крайового антиаліайзингу, оскільки, 

як правило, розглядають лише пікселі розташовані на краях об’єктів. Для кожного виду графічних 

примітивів використовуються різні підходи, що порівняно з методами надлишкової вибірки є певним 

недоліком. Проте аналітичні методи характеризуються значно меншою обчислювальною складністю та 

забезпечують кращу якість згладжування, оскільки враховують особливості та обмеження пристроїв 

відображення. 

Для задач антиаліайзингу використовують різні моделі [12] піксела залежно від необхідно точності 

зглаження. 

Мета  

Мета статті – розроблення методу антиаліайзингу зображення траєкторії гіперболи. який не містить 

довгих операцій у циклі інтерполювання 

Метод антиаліайзингу зображення траєкторії гіперболи 

У подальшому будемо розглядати гіперболу, центр якої знаходиться в початку координат. Ка-

нонічне рівняння гіперболи має такий вигляд: 

2 2

2 2
1

x y

B A
  , 

де A , B  – півосі гіперболи, паралельні до відповідних координатних  осей (рис. 1). 

При формуванні траєкторії розглянемо дві ділянки, розділені точкою, в якій 1dxdy . У першій 

ділянці при кожній ітерації циклу інтерполювання виконується крок у напрямку осі y , а в другій – у 

напрямку осі x  (рис. 1).   
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Рисунок 1 – Гіпербола 

Розглянемо формування крокової траєкторії на ділянці 1. Будемо визначати координат точок  за го-

динниковою стрілкою, починаючи з точки ( ,0)B .  Рівняння гіперболи для ділянки 1 можна записати у 

вигляд: 

2
2 2

2
( )

B
f y B y

A
  . 

На ділянці 1 у кожному інтерполяційному такті виконується крок у напрямку осі y . Якщо на попе-

редньому кроці було обрано піксел )1,( ji , то наступний піксел обирається з тих, що мають координа-

ти ),( ji  і ),1( ji  . Критерієм для вибору є мінімальна відстань від центра піксела до точки  jjf ),( , 

у якій ідеальна траєкторія перетинає координатну решітку (рис. 2).  Для піксела з координатами ),( ji  

дана відстань може бути знайдена за формулою: 

   ijfjid  )(, .  (2) 

 
Рисунок 2 – Визначення координат точок траєкторії гіперболи 

Для забезпечення максимальної точності при формуванні крокової траєкторії повинна виконуватись 

умова: 5,0),(5,0  jid . Із урахуванням виразу (2) отримуємо нерівність: 5,0)(5,0  ijf , 

яка після перетворення має  вигляд: 

5,0)(5,0  ijfi   (3) 

Для визначення типу крокового приросту можна використати оцінювальну функцію вигляду:  

 )()5,0(),( jfijiOF  . (4) 

 



 

ISSN 1999-9941, “ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА КОМП’ЮТЕРНА ІНЖЕНЕРІЯ”, 2022, № 1 

 

58 

 

Якщо 0),( jiOF , то виконується крок у напрямку осі y  і обирається піксел ),( ji , інакше ви-

конується діагональний крок і обирається піксел ),1( ji  . Для обчислення функції )( jf  необхідно 

виконати трудомістку операцію знаходження квадратного кореня. З метою спрощення обчислень зна-

чення доданків у виразі (4) доцільно замінити їх квадратами. Оскільки 0)( jf  та   05,0 i , то 

знак функції не зміниться. В результаті отримаємо такий вираз для оцінювальної функції: 

)()5,0(),( 22 jfijiFO  . (5) 

Знайдемо рекурентні вирази для обчислення оцінювальної функції. Розглянемо,  як змінюється 

перший доданок у виразі (5) при виконанні елементарного кроку у напрямку осі y : 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
( 1) ( 1) 2 ( ) 2 1

B B B B B
f j B j A j j f i j

A A A A A

 
           

 
. 

Нехай  12)(
2

2

 j
A

B
jL , тоді 

     
2

2

2

2

2

2

2

2

2)(2121)1(21
A

B
jL

A

B
j

A

B
j

A

B
jL  . 

Із урахуванням останнього виразу отримуємо формулу для рекурсивного визначення першого до-

данка у виразі (5) : 

2 2( 1) ( ) ( )f j f j L j   . 

Розглянемо, як змінюється другий доданок у виразі (5) при виконанні діагонального кроку: 

     125,025,235,0)1(
222

 iiiii . 

Згідно з отриманими виразами можна запропонувати алгоритм визначення координат точок 

траєкторії гіперболи для ділянки 1, граф-схему якого зображено на рис. 3.  

Аналогічно можна отримати алгоритм визначення координат точок траєкторії і для ділянки 2. За-

пропонований алгоритм не містить “довгих” операцій, що забезпечує його високу швидкодію та просто-

ту апаратної реалізації. Розглянемо можливість використання виразу  

2 2( , ) ( 0,5) ( )OF i j i f j     

для усунення ефекту аліайзингу границі гіперболи. 

Знайдемо вирази для розрахунку площі, що відтинається від піксела границею гіперболи. Доведено, 

що всередині піксела дугу можна замінити відрізком прямої, причому відносна похибка. На рис. 4. пока-

зано перетин траєкторією гіперболи дискретної координатної решітки.  

Із рис. 4 видно, що для піксела ),( ii yx площа перетину може бути знайдена за формулою: 

 1 1 2 ( ) 2i iS x f y T   
, 

де T  − товщина траєкторії гіперболи. 
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Рисунок 3 – Граф-схема алгоритму визначення координат точок траєкторії гіперболи 

                 
Рисунок 4 – Визначення площі покриття  піксела гіперболою 

Розглянемо наближене обчислення функції )(if  з використанням формули Герона  

















1

1
2

1

i
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sqr

a
sqrsqr , isqra  ,  
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де 0sqr  − перше наближення до кореня; isqr  − наближене значення  виразу a , отримане на i -й іте-

рації; 0, 1, 2...i N . 

Для нашого випадку: 
2

2
22

A

B
yBa  , тому початкове наближення доцільно взяти рівним коор-

динаті піксела: iysqr 0 . 

Після першої ітерації наближене значення квадратного кореня дорівнює: 
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Перепишемо вираз для знаходження площі покриття піксела ),( ii yx  із урахуванням останньої 

формули: 
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, 

Інтенсивність кольору піксела ),( ii yx  можна визначити за формулою: 

   
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Для обчислення першого доданку у попередньому виразі доцільно використати алгоритм розрахун-

ку інтенсивностей кольору, який було запропоновано [10]. Це дозволить виключити довгі операції з об-

числювального процесу. 

Із урахуванням наведених вище виразів отримуємо алгоритм антиаліайзингу границь гіперболи для 

ділянки 1, який не містить довгих операцій в циклі інтерполювання та має просту апаратну реалізацію. 

Приклад роботи алгоритму наведено на рис. 5. Граф-схему алгоритму антиаліайзингу гіперболи наведено 

на рис. 6. 

 
Рисунок 5 – Зображення траєкторії гіперболи: а) без антиаліайзингу, б) з антиаліайзингом 
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Рисунок 6 – Граф-схема алгоритму антиаліайзингу границі гіперболи 

Висновок 

Розроблено метод до згладжування контурів гіпербол, який враховує при згладжуванні можливість 

зміни інтенсивності кольору точок фонового зображення та не містить довгих операцій в циклі інтерпо-

лювання, що обумовлює простоту його апаратної реалізації. 
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